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ДО ЗОБРАЖЕННЯ РАЦІОНАЛЬНИХ ЧИСЕЛ ДЕСЯТКОВИМИ ДРОБАМИ 

 

Анотація. Перехід від звичайних дробів до десяткових є однією з важливих тем арифметики, що 

поєднує елементарну математику з деякими значними результатами із теорії чисел. У статті 

досліджено питання зображення раціональних чисел десятковими дробами. Доведено теорему 

про зображення раціональних чисел скінченними десятковими дробами та теорему про 

зображення раціональних чисел чисто періодичними десятковими дробами. Також розглянуто 

перетворення нескінченного періодичного десяткового дробу у звичайний дріб. Для аналізу 

довжини періоду десяткового дробу, що відповідає звичайному дробу, застосовано основні 

поняття теорії чисел, зокрема функцію Ейлера, порядок числа за модулем та теорему Ейлера. 

Наведено низку прикладів, які ілюструють застосування отриманих теоретичних результатів. 

 

Ключові слова: раціональне число; дріб; десятковий дріб; періодичний дріб; прості числа; 

взаємно прості числа. 

 

1. Вступ 

 

Проблема зображення раціональних чисел десятковими дробами є однією з 

фундаментальних у шкільному курсі математики й має важливе значення для 

формування числових уявлень та розвитку логічного мислення.  

Вивчення десяткових дробів у закладах загальної середньої освіти України (5-6 

класи) зазнало суттєвих змін із впровадженням концепції Нової української школи 

(НУШ). Основний акцент змістився із механічного виконання різних арифметичних 

операцій на розуміння суті процесів та застосуванні знань, навичок та вмінь при 

розв’язуванні задач дослідницького характеру (Істер, 2021).  

Об’єктом дослідження є раціональні числа. 

Метою дослідження є теоретичне обґрунтування властивостей десяткових дробів, 

що зображують раціональні числа, а також застосування деяких важливих понять з 

теорії чисел для дослідження періодичності та довжини періоду десяткових дробів. 

Нехай додатне раціональне число задано у вигляді звичайного дробу 
𝑝

𝑞
, де 𝑝, 𝑞 – 

натуральні числа. Надалі будемо вважати, що цей дріб нескоротний, тобто натуральні 

числа 𝑝, 𝑞 не мають спільних дільників, відмінних від одиниці. Такі числа називаються 
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взаємно простими (Безущак, Ганюшкін, 2003). Наприклад, 3 і 8 – взаємно прості числа, 

дріб 
3

8
 нескоротний. 

 

2. Зображення раціональних чисел скінченними десятковими дробами 

 

Наступна теорема містить необхідні і достатні умови зображення нескоротного 

звичайного дробу у вигляді скінченного десяткового дробу. 

 

Теорема 1. Нескоротний звичайний дріб 
𝑝

𝑞
 (𝑝 ∙ 𝑞 ≠ 0) зображується у вигляді 

скінченного десяткового дробу тоді й тільки тоді, коли знаменник q є дільником деякого 

натурального степеня числа 10.  

 

Доведення. Необхідність. Нехай нескоротний звичайний дріб 
𝑝

𝑞
 зображується у 

вигляді скінченного десяткового дробу, тобто для деякого натурального числа 𝑛 

справджується рівність 

 
𝑝

𝑞
= 𝑎0, 𝑎1…𝑎𝑛, (1) 

 

де 𝑎0 – натуральне число або нуль, 𝑎1, … , 𝑎𝑛 – цифри десяткової системи числення, тобто 

цілі числа від нуля до дев’яти. 

Помножимо праву і ліву частини рівності (1) на десять у степені 𝑛. Отримаємо рівність 

 

𝑝 ∙ 10𝑛

𝑞
= 𝑎0 ∙ 10

𝑛 + 𝑎1 ∙ 10
𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛−1 ∙ 10 + 𝑎𝑛. 

 

Права частина цієї рівності – ціле число. Отже, 
𝑝∙10𝑛

𝑞
 також ціле число. Оскільки 

числа 𝑝, 𝑞 взаємно прості, то 𝑞 є дільником числа 10𝑛.  

Достатність. Нехай нескоротний звичайний дріб 
𝑝

𝑞
 такий, що 𝑞 є дільником числа 

10𝑛 для деякого натурального числа 𝑛. Покладемо 𝑚 =
10𝑛

𝑞
. Тоді  

 
𝑝

𝑞
=
𝑝𝑚

𝑞𝑚
=
𝑝𝑚

10𝑛
 

 

є скінченним десятковим дробом.  

Теорему доведено. 

■ 

Приклад 1. Розглянемо нескоротний правильний дріб 
7

25
. Число 25 є дільником 

числа 100:
100

25
= 4. Маємо 

7

25
=

7∙4

25∙4
=

28

100
= 0,28 – скінченний десятковий дріб. До цього 

ж результату приводить ділення у стовпчик. 
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− 
70  25 

50  0,28 

− 
200   

200   

 0  

Нескінченні десяткові дроби з періодом дев’ять або нуль дорівнюють відповідним 

скінченним десятковим дробам. Наприклад, 3,13(9) = 3,14(0) = 3,14. Тому надалі 

будемо розглядати нескінченні десяткові дроби без періоду дев’ять або нуль. 

 

Теорема 2. Нехай 
𝑝

𝑞
 – нескоротний звичайний дріб і при жодному натуральному 

числу 𝑛 знаменник 𝑞 не є дільником числа 10𝑛. Тоді дріб 
𝑝

𝑞
 зображується нескінченним 

періодичним десятковим дробом. 

 

Доведення. Нехай знаменник 𝑞 звичайного дробу 
𝑝

𝑞
 не є дільником числа 10𝑛 для 

жодного натурального 𝑛. Виконаємо ділення 𝑝: 𝑞 у стовпчик.  

Якщо процес ділення закінчиться на скінченному кроці, то дріб 
𝑝

𝑞
 зобразиться 

скінченним десятковим дробом.  

Внаслідок теореми 1 знаменник 𝑞 буде дільником деякого натурального степеня 

числа 10, що суперечить умові теореми 2. Отже, процес ділення не закінчиться на 

скінченному кроці.  

Доведемо, що нескінченний дріб, отриманий у результаті ділення 𝑝: 𝑞 буде 

періодичним. Дійсно, після того, як у частці з’явиться кома, на кожному кроці ділення 

будуть зноситися нулі. При цьому у процесі ділення нулі будуть приписуватися до 

остач від ділення на 𝑞, тобто до одного з чисел 1,2, … , 𝑞 − 1.  

При повторенні остач процес ділення зациклиться, що приведе до нескінченного 

періодичного десяткового дробу.  

Теорему доведено. 

■ 

 

Наслідок 1. Кожне раціональне число зображується скінченним або нескінченним 

періодичним десятковим дробом. 

 

Наведемо приклад зображення звичайного дробу у вигляді нескінченного 

періодичного дробу. 

 

Приклад 2. Напишемо у вигляді десяткового дробу нескоротний звичайний дріб 
12

7
. 

Зауважимо, що для довільного натурального числа 𝑛 число 7 не є дільником числа 

10𝑛 = 2𝑛 ∙ 5𝑛. Тому у результаті маємо отримати нескінченний періодичний дріб. 

Виконаємо ділення у стовпчик.  
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− 
12  7 

7 1,7142857… 

− 
50   

49   

 
− 
10    

 7   

 
− 

30    

 28    

  2    

  …   

 

Отже, 
12

7
= 1, (714285) – чисто періодичний десятковий дріб. 

 

3. Перетворення нескінченного періодичного дробу у звичайний 

 

Нагадаємо формулу для суми членів геометричної прогресії із знаменником  

𝑞 ∈ (−1; 1): 

 

𝑞 + 𝑞2 +⋯+ 𝑞𝑛 =
𝑞

1 − 𝑞
. (2) 

 

Нехай 𝑎0, 𝑎1…𝑎𝑚(𝑏1…𝑏𝑛) – періодичний десятковий дріб. Покладемо 

 

𝐴 = 10𝑚−1𝑎1 + 10
𝑚−2𝑎2 +⋯+ 10𝑎𝑚−1 + 𝑎𝑚, 

 

𝐵 = 10𝑛−1𝑏1 + 10
𝑛−2𝑏2 +⋯+ 10𝑏𝑛−1 + 𝑏𝑛. 

 

 

Маємо: 

 

𝑎0, 𝑎1…𝑎𝑚(𝑏1…𝑏𝑛) = 

= 𝑎0 + 10
−𝑚(𝐴 + 𝐵(10−𝑛+10−2𝑛 + 10−3𝑛 +⋯))= 

= 10−𝑚 (𝐴 + 𝐵 ∙
10−𝑛

1 − 10−𝑛
). 

(3) 

 

В останній рівності застосована формула (2) для 𝑞 = 10−𝑛. Далі,  

 

𝐴 + 𝐵 ∙
10−𝑛

1 − 10−𝑛
= 𝐴 +

𝐵

10𝑛 − 1
=

𝐴 ∙ 9…9⏟  
𝑛

+ 𝐵

9…9⏟  
𝑛

. (4) 
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Із рівностей (3), (4) випливає, що 

 

𝑎0, 𝑎1…𝑎𝑚(𝑏1…𝑏𝑛) = 𝑎0 +

𝐴 ∙ 9…9⏟  
𝑛

+ 𝐵

9…9⏟  
𝑛

0…0⏟  
𝑚

. (5) 

 

Приклад 3.  

 

0,1(23) =
99 + 23

990
=
122

990
=
61

495
. 

 

Для чисто періодичного десяткового дробу формула (5) спроститься: 

 

𝑎0, (𝑏1…𝑏𝑛) = 𝑎0 +
𝐵

9…9⏟  
𝑛

. 
(6) 

 

Приклад 4.  

 

1, (714285) = 1 +
714285

999999
= 1 +

33 ∙ 5 ∙ 11 ∙ 13 ∙ 37

33 ∙ 7 ∙ 11 ∙ 13 ∙ 37
= 1 +

5

7
=
12

7
. 

 

Наступні, важливі у теорії чисел, поняття будуть потрібні для дослідження довжини 

періоду десяткового дробу, що зображує звичайний дріб. 

 

4. Функція Ейлера, порядок числа за модулем. Теорема Ейлера 

 

Функція Ейлера 𝜑:ℕ → ℕ визначається наступним чином: для натурального числа 

𝑚 значення функції Ейлера 𝜑(𝑚) дорівнює кількості всіх натуральних чисел, які 

взаємно прості з 𝑚 і не перевищують 𝑚 (Оглобіна, Сушко, Шрамко, 2015). Зрозуміло, 

що 𝜑(1) = 1, 𝜑(2) = 1. Для 𝑚 ≥ 2: 𝜑(𝑚) ≤ 𝑚 − 1. Для простого числа 𝑝: 𝜑(𝑝) = 𝑝 − 1. 

 

Приклад 5. Знайдемо 𝜑(12). Серед чисел від 1 до 11 лише чотири числа, а саме: 

1, 5, 7, 11 взаємно прості з числом 12. Тому 𝜑(12) = 4. 

 

У теорії чисел доводять такі властивості функції Ейлера (Raji, 2013): 

1. Мультиплікативність. Для взаємно простих натуральних чисел 𝑚, 𝑛: 

 

𝜑(𝑚 ∙ 𝑛) = 𝜑(𝑚) ∙ 𝜑(𝑛). 

 

2. Для простого числа 𝑝 і натурального числа 𝑘: 

 

𝜑(𝑝𝑘) = 𝑝𝑘 − 𝑝𝑘−1. 
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3. Нехай 𝑛 = 𝑝1
𝛼1𝑝2

𝛼2 …𝑝𝑘
𝛼𝑘 – канонічний розклад числа 𝑛 на прості множники. Тоді 

 

𝜑(𝑛) = (𝑝1
𝛼1 − 𝑝1

𝛼1−1) ∙ ⋯ ∙ (𝑝𝑘
𝛼𝑘 − 𝑝𝑘

𝛼𝑘−1). (7) 

 

Приклад 6. Розклад числа 12 на прості множники: 12 = 22 ∙ 3. За формулою (7),  

 

𝜑(12) = (22 − 2) ∙ (3 − 1) = 4. 

 

Теорема Ейлера. Нехай натуральні числа 𝑎,𝑚 – взаємно прості. Тоді 𝑚 є 

дільником числа 𝑎𝜑(𝑚) − 1. 

 

Для взаємно простих натуральних чисел 𝑎,𝑚 ≥ 2 твердження теореми означає, що 

число 𝑎𝜑(𝑚) при діленні на 𝑚 має остачу 1. 

У теорії чисел це записують так (Raji, 2013): 

 

𝑎𝜑(𝑚) ≡ 1(mod 𝑚). (8) 

 

Формула (8) читається так: 𝑎 у степені 𝜑(𝑚) дорівнює одиниці за модулем 𝑚. 

 

Приклад 7. Нехай 𝑎 = 5,𝑚 = 12. Ці числа взаємно прості, 𝜑(12) = 4. Із теореми 

Ейлера слідує, що 54 − 1 ділиться на 12 без остачі. 

 

Нехай 𝑚 = 𝑝 – просте число, 𝑎 – натуральне число, взаємно просте з числом 𝑝. 

Тоді 𝜑(𝑚) = 𝜑(𝑝) = 𝑝 − 1 і, внаслідок теореми Ейлера, 𝑎𝑝−1 ≡ 1(mod 𝑝). Це 

твердження називають малою теоремою Ферма (Raji, 2013). 

Нехай 𝑎,𝑚 – взаємно прості натуральні числа. Порядком числа 𝑎 за модулем 𝑚 

(відносно числа 𝑚) називається найменше натуральне число 𝑘 таке, що 𝑎𝑘 − 1 

ділиться без остачі на число 𝑚. Позначення: 𝑃𝑚(𝑎), 𝑜𝑟𝑑𝑚𝑎. Для 𝑎,𝑚 ≥ 2 порядок 𝑃𝑚(𝑎) 

дорівнює найменшому натуральному числу 𝑘 такому, що 𝑎𝑘 ≡ 1(mod 𝑚) (Raji, 2013). 

Внаслідок теореми Ейлера 𝑃𝑚(𝑎) ≤  𝜑(𝑚) для довільного натурального числа 𝑎, 

взаємно простого з натуральним числом 𝑚. 

 

Приклад 8. Для 𝑝 = 37 (просте число): 𝜑(37) = 37 − 1 = 36; 10 і 37 – взаємно прості 

числа. Знайдемо 𝑃37(10). Маємо: 

 

101 = 37 ∙ 0 + 10; 

 

102 = 37 ∙ 2 + 26; 

 

103 = 37 ∙ 27 + 1, 

 

звідси слідує, що 𝑃37(10) = 3. 
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Лема 1. Нехай 𝑎,𝑚 – взаємно прості натуральні числа, 𝑎,𝑚 ≥ 2, 𝑛 – натуральне 

число, 𝑎𝑛 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑚). Тоді число 𝑛 ділиться на порядок 𝑃𝑚(𝑎) без остачі. 

 

Доведення. Для скорочення запису 𝑃𝑚(𝑎) позначимо літерою 𝑘 = 𝑃𝑚(𝑎). Для 

доведення твердження застосуємо метод доведення від супротивного. Припустимо, 

що число 𝑛 ділиться на порядок 𝑃𝑚(𝑎) з остачею, тобто 

 

𝑛 = 𝑏𝑘 + 𝑟, 

 

де 𝑏, 𝑟 – натуральні числа, 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑘 − 1. Тоді 𝑎𝑛 = 𝑎𝑏𝑘+𝑟 = 𝑎𝑏𝑘 ∙ 𝑎𝑟. Далі, (𝑎𝑏𝑘) = (𝑎𝑘)𝑏. 

За означенням порядку 𝑃𝑚(𝑎), 𝑎
𝑘 при діленні на 𝑚 має остачу 1, 𝑎𝑟 має остачу, відмінну 

від 1. Далі, (𝑎𝑘)𝑏 має остачу 1 від ділення на 𝑚. Тоді число 𝑎𝑛 = 𝑎𝑏𝑘 ∙ 𝑎𝑟 має від ділення 

на 𝑚 остачу, відмінну від 1. Отримали суперечність. Отже, 𝑛 ділиться на порядок 𝑃𝑚(𝑎) 

без остачі.  

Лему доведено. 

■ 

Наслідок 2. Порядок 𝑃𝑚(𝑎) є дільником значення функції Ейлера 𝜑(𝑚). 

 

Доведення. За теоремою Ейлера 𝑎𝜑(𝑚) ≡ 1(mod 𝑚), тобто число 𝑎𝜑(𝑚) від ділення 

на 𝑚 має остачу 1. Внаслідок леми 1 порядок 𝑃𝑚(𝑎) є дільником числа 𝜑(𝑚).  

Наслідок доведено.  

■ 

 

5. Зображення чисто періодичним десятковим дробом 

 

Теорема 3. Звичайний нескоротний правильний дріб 
𝑝

𝑞
 зображується чисто 

періодичним десятковим дробом тоді і тільки тоді, коли числа 2 і 5 не є дільниками 

знаменника 𝑞.  

 

Доведення. Необхідність. Нехай 

 
𝑝

𝑞
= 0, (𝑏1…𝑏𝑛). 

 

За правилом перетворення десяткового дробу у звичайний,  

 

0, (𝑏1…𝑏𝑛) =
𝐵

9…9⏟  
𝑛

, 

де  

𝐵 = 10𝑛−1𝑏1 + 10
𝑛−2𝑏2 +⋯+ 10𝑏𝑛−1 + 𝑏𝑛. 
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Отже, 
𝑝

𝑞
=

𝐵

9…9⏟
𝑛

. Оскільки дріб 
𝑝

𝑞
 нескоротний, то знаменник 𝑞 є дільником числа 9…9⏟  

𝑛

. 

Останнє число не ділиться без остачі ні на 2, ні на 5. Тому числа 2 і 5 не є дільниками 

знаменника 𝑞. 

Достатність. Нехай числа 2 і 5 не є дільниками знаменника 𝑞, тобто числа 𝑞 і 10 

взаємно прості. Покладемо 𝑘 = 𝑃𝑞(10) так, що 𝑞 – дільник числа 10𝑘 − 1; через 𝑄 

позначимо частку 

 

𝑄 =
10𝑘 − 1

𝑞
. 

 

Тоді 
1

𝑞
=

𝑄

10𝑘−1
. Зауважимо, що 

1

10𝑘−1
=

1

9…9⏟
𝑘

= 0, (0…01⏟  
𝑘

) – чисто періодичний дріб. Далі,  

 

𝑝

𝑞
=

𝑝𝑄

10𝑘 − 1
< 1 

 

і тому 𝑝𝑄 < 10𝑘 − 1. 

Отже, 
𝑝

𝑞
= 𝑝 ∙ 𝑄 ∙ 0, (0…01⏟  

𝑘

) – чисто періодичний десятковий дріб з довжиною 

періоду 𝑘.  

Теорему доведено. 

■ 

З доведення достатності теореми 3 випливає наслідок.  

 

Наслідок 3. Звичайний правильний нескоротний дріб 
𝑝

𝑞
, де знаменник 𝑞 взаємно 

простий з числом 10, зображується чисто періодичним десятковим дробом з 

довжиною періоду 𝑃𝑞(10). 

 

Приклад 9. Розглянемо дріб 
1

37
. Знаменник – просте число. За наслідком 3 цей дріб 

зображується чисто періодичним десятковим дробом з довжиною періоду 𝑃37(10) = 3 

(приклад 8). За допомогою ділення в стовпчик знаходимо цей десятковий чисто 

періодичний дріб: 

 

− 
100  37 

74 0,0270 

− 
   260  

   259  

  100  

 

звідки 
1

37
= 0, (027). 
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Приклад 10. Розглянемо дріб 
1

6
. Жодний степінь числа 10 не є кратним числу 6 і 

тому 
1

6
 зображується нескінченним десятковим дробом. Знаменник 6 має множник 2 і 

тому періодичний десятковий дріб буде змішаним періодичним. За допомогою ділення 

в стовпчик знаходимо цей змішаний періодичний дріб: 

 

− 
10  6 

  6 0,166 

− 
  40  

  36  

     40  

 

звідки 
1

6
= 0,1(6). 

 

6. Висновки 

 

Дана стаття присвячена дослідженню зображення раціональних чисел 

десятковими дробами. У роботі розглянуто властивості скінченних і періодичних 

десяткових дробів, а також застосовано елементи теорії чисел для аналізу довжини 

періоду десяткового дробу. Актуальність дослідження полягає у поглибленні 

теоретичних уявлень про десяткові дроби, що зображують раціональні числа, і 

можливості використання отриманих результатів у навчальній та науковій діяльності. 
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